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RESUMEN

Ofrecemos una via de generalizacién de la Regla de Jeffreys para la obtencién de
distribuciones a priori, que puede aplicarse también a modelos no regulares. El analisis
del caso unidimensional nos permitira también obtener las distribuciones a priori en
modelos multidimensionales, al menos en algunas situaciones especificas. A partir de
estas distribuciones, podemos aplicar las técnicas de la Inferencia Bayesiana a aquellos
modelos econdmicos en los que aparecen “parametros no regulares”, como son los

modelos de bdsqueda de empleo, de subastas del sector publico, etc.

Palabras Clave: Inferencia Bayesiana, Distribucion a priori no informativa, modelo no regular, modelos

de busqueda de empleo.



1. Introduccion.

Dentro del marco de la Inferencia Bayesiana, la obtencion de una distribucion a
priori no informativa es un problema interesante, que ha generado gran cantidad de
literatura. En la Unica situacién en la que parece haber total acuerdo es en el caso de
modelos uniparamétricos regulares, en el que suele optarse por la distribucion obtenida
a partir de la Regla de Jeffreys. Cuando los modelos tienen méas de un parametro, y mas
aun si no se cumplen las condiciones de regularidad usuales, existen multitud de
propuestas para obtener las distribuciones a priori; cabe destacar la referencia a priori de
Bernardo (Bernardo y Smith, 1994) por ser quizds la opcién méas habitualmente

utilizada en estos Ultimos casos.

La distribucion a priori de Jeffreys se basa, como es conocido, en el concepto de
Informacion de Fisher, que adquiere sentido sélo bajo condiciones de regularidad. Por
ello, nuestra propuesta de obtencidn de distribuciones a priori en modelos no regulares
se basara en una medida de Informacidn aplicable a modelos no regulares (denominada
Informacion de Akahira) y a su relacion con la Informacion de Fisher. De esta forma,
ofrecemos una generalizacion de la Regla de Jeffreys para modelos no regulares
uniparamétricos. La construccién de la distribucién a priori para modelos de mas de un
parametro, se hara siguiendo los caminos mas usuales utilizados hasta ahora en la
literatura sobre el tema, que en definitiva consisten basicamente en obtener la
distribucion conjunta a partir de distribuciones unidimensionales (bien marginales o
bien condicionadas), si bien este es un tema que permanece aun bastante abierto y al que
no se ha ofrecido una respuesta general satisfactoria.

Existen multitud de ejemplos de modelos no regulares en economia (Sareen,
2003). Nosotros vamos a ocuparnos de un modelo estacionario de busqueda de empleo
propuesto en Lancaster, 1997. En este modelo, uno de los pardmetros desconocidos es
el denominado “salario de reserva” (&), que es el valor minimo a partir del cual el
trabajador acepta la oferta de trabajo. Asi, un trabajador solo acepta una oferta con

salario W si se verifica W >¢; esta dependencia del recorrido de la variable W del

parametro desconocido & hace que el modelo no verifique las condiciones usuales de
regularidad. Ofrecemos una solucion parcial para este modelo, en el caso de que

supongamos que la variable W sigue una distribucion uniforme de extremos



desconocidos; la obtencion de la distribucién a priori para otros casos es una cuestion

que queda abierta para futuros trabajos.

A partir de aqui, el trabajo se estructura como sigue. En la seccién 2, definimos
la Informacién de Fisher y la de Akahira, asi como la relacion fundamental que puede
establecerse entre ambas. En la seccion 3, ofrecemos nuestra propuesta de obtencion de
la distribucion a priori no informativa en el caso uniparamétrico, una formula comoda
de célculo aplicable bajo ciertas condiciones y analizamos las propiedades de la
distribucion obtenida. En la seccion 4, se describe la obtencion de la distribucion
conjunta a partir de las condicionadas unidimensionales, ofreciéndose una solucion
parcial aplicable en ciertos casos interesantes. En la seccidn 5, se expone brevemente el
modelo de busqueda de empleo propuesto por Lancaster, 1997 y se obtiene la
distribucion a priori no informativa conjunta, a partir de la cual podemos obtener las
distribuciones marginales a posteriori de forma exacta. Por Gltimo, en la seccion 6 se

exponen las conclusiones fundamentales y las cuestiones no resueltas.

2. Informacién de Fisher e Informacion de Akahira.
2.1. Informacion de Fisher

Consideremos una familia de distribuciones P,, 6e®c R“con funciones de
densidad f(x|0), verificando las condiciones estandar de regularidad (Azzalini, 1996,

p.71 ). Como es conocido, a partir de las hipotesis de regularidad pueden obtenerse las

dos propiedades siguientes:

1. E{M}:o ve oy 2 EGHMTIZ_E@FZIogfz(qu VO |
o0 20 e

Definicion: Se llama Informacién de Fisher que la variable X proporciona sobre

el parametro 6c® cR* a

L )=, KM) }
00

Bajo las hipétesis de regularidad, aplicando la propiedad 2, se obtiene que



|(6)=—E, {82 Iogfz(xlﬂ)} |
00

Nota: En el caso de mas de un parametro, bajo las hipétesis de regularidad,

podemos definir la matriz de Informacion de Fisher como:

) =E, l:(alogf(x|6)j(8logf(x|9))t}:_Ee {az Iogf(x|e)},

00 00 0000'

. _ ¢ | 9 logf(x]6)
es decir, (1(0)),, =-E, {—aeiaej }

A partir de los trabajos de Jeffreys, 1946, 1961, el concepto de Informacion de
Fisher tomo relevancia dentro del enfoque Bayesiano, ya que dada una reparametrizacion
biyectiva y regular ¢=¢(0) (donde suponemos que ambos pardmetros son

unidimensionales), se verifica que I(¢) = |(9)|ae/a<p|2 y por tanto, la regla de obtencion de

distribuciones a priori consistente en tomar n(0)«c./I(6) €S invariante ante

reparametrizaciones, ya que verifica
00 00
(@) oc \ I(p) = v 1(0) ‘% = ﬂ(e)‘% -

Asi, este autor propuso la llamada regla de Jeffreys para construir distribuciones
a priori no informativas basandose en el concepto de Informacion de Fisher. En el caso

univariante, esta es la opcion actualmente mas aceptada.

La importancia del concepto de Informacién de Fisher es indudable, aunque eso
si, recordando siempre que s6lo es aplicable a modelos regulares. Por ello, es natural
plantearse si habra alguna forma de generalizar este concepto o al menos definir una
medida de informacion aplicable a modelos no regulares y que tenga en esencia todas

las propiedades de la Informacion de Fisher.



2.1. Informacion de Akahira.

Existen varias definiciones alternativas de medidas de informacion aplicables a
modelos no regulares, aunque nosotros vamos a trabajar sélo con la que utilizan
Akahira y Takeuchi, 1991.

Consideremos una familia de distribuciones de probabilidad cuyas funciones de

densidad, con respecto a la medida de Lebesgue, sea {f(x|0),6e®cR} Yy X,,..,X, una
muestra aleatoria simple del modelo f(x|6). Definimos la cantidad de informacion

entre f(46,) y f(-6,)como:
\]x1 (el,ez):—Slong(X Bl)l/Zf(Xlez)llde.

La integral que aparece en la definicion es conocida como la afinidad entre

f(:6,) y f(-6,) (que llamaremos A, (6,,6,) ). Podemos observar de forma trivial que: i)
Si 0, =0,, entonces la afinidad es uno (es decir, la afinidad de una variable consigo
misma es uno); ii) Si sop(X|6,)nsop(X|6,)=2, entonces la afinidad entre las

distribuciones es cero (donde sop(X|6,) representa el soporte de la densidad f(x|6,) ).

La afinidad es una medida de “similitud” entre distribuciones, que toma valores
entre 0 y 1 (Matusita, 1955, Le Cam, 1990). Al ser la informacién una funcién
decreciente de la afinidad, obtendremos que la informacion es una medida de
“discrepancia” entre distribuciones. Remarquemos también que la informacién entre dos
variables estard comprendida entre 0 e infinito, alcanzdndose estos valores en los dos

casos extremos resefiados anteriormente.

Indiquemos que la Informacion de Akahira, reproduce las tres propiedades mas

importantes de la informacién de Fisher (Ortega y Basulto, 2003).

Ejemplo 2.1: Consideremos el modelo Exponencial de parametro 6>0, cuya

funcion de densidad es f(x|06)=0e™, x>0, 6>0.

En este caso, Vv6,,0,>0, tenemos A(6,,6,)=2.6,6,/(6,+6,) Yy por tanto,

3(6,,6,) = —8log(2,/0,0, /(6, +0,)) .



Ejemplo 2.2: Consideremos el modelo U(6-%,0+%), 6R. Dados dos valores

01y 0, en este caso obtenemos:

—8log(1+6, —0,) si6, >0, ysop(X,;)sop(X,) =
J(0,,0,) =1-8log(1+6, -6,) S|6 >6 y sop(X;, )msop(X )= D
+00 Si sop(x )msop(X )=

donde X; ~ U(6, —%,6, +%), i =1,2. Esta formula, puede ser resumida en

vl =Y L i [0, —0,]> 1.

2.2.3 Relacion entre las Informaciones de Fisher y de Akahira.

En el caso de modelos regulares, existe una conexion entre ambas medidas de
informacién reflejada en la siguiente proposicion, cuya demostracion puede verse en
Akahira 'y Takeuchi, 1991.

Proposicion: En los modelos regulares, para h suficientemente pequefio se

verifica:
3(6,0+h) = 1(0)h? + o(h?) .

A partir de la proposicion, podemos establecer inmediatamente el siguiente

corolario:

Corolario: En los modelos regulares, se verifica

10) = lim 2(&:9+1)

h—0 h2
De este corolario, podemos extraer las dos conclusiones siguientes:

a) Tenemos que J(6,0+h) tiende a cero cuando h tiende a cero (para cualquier valor de

0) y ademas la velocidad de esta convergencia es del orden de h%



b) Dado un h pequefio y fijo, mientras mayor sea 1(0), “mas distintas” seran f(x|0)y

f(x|0+h)Yy, por tanto, mayor sera la “capacidad de discriminacion” entre 6y 6+h.

Ejemplo 2.1 (continuacion):  Consideremos el modelo Exponencial de

parametro 6>0, cuya funcion de densidad es f(x|6)=6e™, x>0.

Hemos obtenido J(0,,0,), de donde deducimos que

30,0+ h)= —8log(21/6(9 +h) /(26 + h)) .

Ademas, puede comprobarse que la primera y segunda derivadas respecto de h son:

2 2 B2
8J(6,6+h):‘],(e,e+h)= 4h 0 J(e,(2+h)=J,,(6’e+h)= 4(292 h?) .
oh (h+6)(h +20) oh (h +0)2(h + 20)
Asi, IimmzlimJ'(e,eJrh):O y |imm=|imJ"(e,e+h)=1/92=|X (0).
h—0 h—0 h—0 1

h—0 h2

Indiqguemos que Pitman, 1979, adopta como definicion de modelo regular la

existencia de Ihing(J(e,9+ h)/h?), resaltando que para que se cumpla esta propiedad no es

necesario que el recorrido de la variable no dependa del pardmetro. En efecto, si

consideramos el modelo cuya densidad es:
1 (6-x) 2
f(xle):ze (x—0)" x=0,

es facil comprobar que se verifican:

1 lim J(9,9+h):E{alogf(xm)}:O.
h—0 |h| 00

h-0 | 00 00’

5 i 30,0+ h)zle[(alogf(x|e)J2]:_E[az Iogf(x|e)]

y por tanto este modelo seria regular, aunque el recorrido dependa del parametro.

Nota 1: La definicion que hemos utilizado puede ampliarse de la forma:



1-a 1+o
Jxl(el,ez)=—Llogjf(x|el)7f(x|ez)7dx, ~l<a<l,

(1-o%)
aungue nosotros solo trabajaremos con el caso a.=0.

Nota 2: Obsérvese como la informacion puede calcularse sin problemas en el
caso de mas de un pardmetro. De hecho, la definicion de informacion puede
establecerse de forma mas general usando directamente medidas de probabilidad. En

concreto, en Akahira 'y Takeuchi, 1991, la definicion que se ofrece es:

Dada una variable aleatoria X definida sobre un espacio muestral x y Py Q
medidas absolutamente continuas respecto a una medida o-finita p, definimos la

cantidad de informacion entre Py Q como:

1/2 1/2
ooz (]

La definicion ofrecida inicialmente en este trabajo no es mas que un caso
particular, donde P y Q son las medidas de probabilidad inducidas por las variables
correspondientes a los parametros 61, 6,, la medida o-finita considerada es la de
Lebesgue y las derivadas respecto a esta medida son las funciones de densidad de las

variables.

3. Obtencion de distribuciones a priori no informativas.
Caso uniparameétrico.

3.1.  Eleccion de la distribucion a priori.

Tras observar la relacion entre ambas medidas de informacion en los modelos
regulares, nos podemos preguntar qué ocurriria en el caso de considerar un modelo no

regular. Antes de pasar a resultados generales, vamos a ver un ejemplo.

Ejemplo 3.1: Consideremos el modelo U(0,6), 6<(0,+x), con funcion de

densidad f(x|8)=6", 0<x<0.

Como es conocido, este modelo es no regular, puesto que



0 1 0
—f(x0)dx=-==20=—|f(x,0)dx.
166 (x,0)dx 97: 66J. (x,0)dx

Para h>0 obtendremos J(6,6+h)=-4log(6/6+h) mientras que para h<0 se tendra

J(6,0+h)=—4log(6/6+h), por lo que en este modelo se verifica

lim 2000 _ o
h—0 h?
Es decir, J(0,6+h) converge a cero cuando h tiende a cero, pero la velocidad de
esta convergencia es inferior a la de h®. Sin embargo, podemos comprobar que dicha
convergencia es tan rapida como la de |h|. En efecto, calculos elementales de limites

nos llevan a:

i 30.00) . 3(6,0+h)

=4/0.
h—0* |h| h—0~ |h|

Hemos visto asi que en ambos casos (modelo regular y no regular) se tiene

lim J(0,0+h) =0 (recordar que J(6,6)=0), si bien la velocidad de esta convergencia es
mas rapida en los modelos regulares que en el modelo uniforme.

Sabemos que en los modelos regulares (con un Unico parametro) la distribucion

a priori no informativa comuUnmente aceptada es la de Jeffreys, a saber,

n(6) < (1(6))""* que podemos escribir a partir del corolario como

h—0 |h|2

ﬂe)m[.imwj”.

Segun el ejemplo visto anteriormente de la distribucién uniforme, y puesto que
la convergencia es del orden de Ih, proponemos como distribucién a priori para el

parametro 6

7(0) o lim 2894 0)
h—0 |h|

De forma global, nuestra propuesta es la siguiente:



1. Obtener k tal que
. (J(6,6+h
o[ 430,

donde C(0) es una funcién que puede ser constante (pero no idénticamente nula

ni infinito).

2. Elegir como distribucidn a priori

3(6,0+ h)]l/k

<t 25

Ejemplo 3.1. (continuacion): En el ejemplo anterior de la distribucion uniforme

en (0,0), como obtuvimos que el limite era 4/6, tendremos =(f) 6" que es la

distribucidn que se acepta cominmente como no informativa para este modelo, y que
coincide con la distribucion a priori de referencia de Bernardo y Smith, 1994 y con la

distribucion imparcial de Basulto, 1997.

Ejemplo 3.2: Consideremos el modelo U(6-12,06+1/2), 6e R, con funcion de

densidad
f(x,0)=1, e—lgxs(ﬂl.
2 2

Para h>0, obtenemos J(6,6+h)= -8log(l-h), mientras que para h<0 Ila
informacion es J(6,6+h) = —8log(1+ h). Puede comprobarse sin dificultad que también en
este caso la velocidad de convergencia a 0 es del orden de 'h y que se verifica

lim 2(%:0+N) _

h—0 |h| 8,

y por tanto, la distribucion a priori seria para este caso n(6)«<1, que coincide con la

distribucion a priori de referencia de Bernardo y Smith, 1994 y con la distribucion a

priori imparcial de Basulto, 1997.

10



3.2.  Expresion alternativa para la obtencion de la distribucion a priori.

En esta seccion vamos a considerar una familia de modelos para los cuales
vamos a deducir una expresion alternativa de la distribucion a priori, que permite su

calculo con mayor facilidad. Sean X,,..., X, independientes e idénticamente distribuidas
con distribucién P, y con densidad f(x|0) respecto a la medida de Lebesgue en R,

donde 6 ®c R siendo ® abierto. Suponemos que:

1) VOO, f(e|0) es estrictamente positiva en un intervalo cerrado (acotado o no)

S(0)=[a,(6).a,(0)] y vale cero fuera de €l. Esta permitido que uno de los extremos sea

constante y puede ser mas o menos infinito.

i) Los conjuntos S(B) son crecientes o decrecientes en 6 (es decir, que v 6, <0, se

verifica S(6,) =S(6,) 0 bien s(6,) 25(6,)).

iii) Las funciones a;(0) y a,(0) son estrictamente monotonas y continuamente

diferenciables a menos que sean constantes o valgan mas o menos infinito.

iv) En el conjunto R(x,6)={(x,0)eR*:x<S(0)}, tanto f(x|6) como of(x|6)/66 son

conjuntamente continuas en (x,0) .
Proposicion. Bajo las condiciones sefialadas anteriormente, se verifica:

IimJ(6,6+h) _ 4E[alogf(x|e)]
h—0 |h| 00

Como consecuencia de la proposicion, la distribucion a priori que elegiriamos en

este caso seria:

2(0) o HM}‘ |

00

Dmt:

Para la demostracion, vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que los conjuntos

S(8) son crecientes en 0; asi, a,(0) <0 Yy a,(0) >0 (a menos que alguno de los extremos
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de los intervalos sea constante). En esta situacion, la funcion logf(x|0) es decreciente
en 0, y por tanto, debemos probar que () —E[dlogf(x|6)/06] . En el caso contrario,
la demostracion seria similar, aunque obtendriamos n(6)« E[dlogf(x|6)/26], puesto

que la funcién logf(x|0) seria creciente en ©.

A) Vamos a demostrar que hIim w = —-4E [W} . Sea h>0.
—0"

as(0)
Definimos g (x,h) = /f(x|0)f (x|0+h) y Ge(h)zj ’ Jo(x,h)dx . Puesto que Ggy(h)
a1(0)

sera continua en un intervalo [0,¢], se verifica I!inrg)Ge(h) =G, (0)=1, y por tanto,
_)

9Gy (1) rz(%gdx:h)
lim 3(0,0+ h) =lim —8l0gG, (M) :_8|imwz_8|im oh __ a(0) oh
h—0 h h—0 h h—0 oh h—0 Ge(h) h—0 Ge(h)
a»(0)
a
g lim (x16+h) =_4J. 2 wdxz_4E|:alogf(Xle):|.
h-0 Go () 21(0) o0
B) Vamos a demostrar que hIim JO6+h) AE [—mog;éx | 9)} . Sea h>0.
-0~ —

(6-h)
Definamos ahora qq(x,h) =/f(x|0)f(x|6-h) y Qe(h)zr12 0o (X, h)dx . Puesto que
a1 (0-h)

G, (h) sera continua en un intervalo [0,¢], se verifica rI]irr?)Ge(h) =G,(0)=1, y por tanto,
—

aQe(h)
h>0  —h h>0  h h>0  oh h—0 Qg (h) oh |

En este caso, puesto que los limites de integracion dependen de h, para calcular
0Qq (h)/oh , aplicamos la formula de Leibniz (Apdstol, 1960), obteniendo:

aQaeh(h) _ az(e—h)mw(jx + a'2 0- h)\/f(az ©—h)| 6)\/f(a2 CED D
a(6-h)

~a,(0—h)\F(a,(6—)[6)/f(@,(6—)[6— )

12



y asi obtenemos:

. J(6,0+h ay O+/F 0 . .
,!m%ﬁ{faﬂg’df(xle)%dmaz(e>f(a2(e)|e)—a1(e>f(a1(e)|e)}

Aplicando de nuevo la formula de Leibniz, obtenemos que:

| . ay(6)
2, (0)f (a,(0)]6) —a,(0)f (a,(6) [0) = _.L ) de

y por tanto:

a,(0) a(0)
lim J(6,9+h):4j‘ 2 6f(x|9)dx_8J‘ 2 8f(x|9)dX:_4E[alogf(x|9)}.
h—0 h a,(6) a1(0) o9

Nota: Los modelos mas importantes que pertenecen a esta familia son:

1. La familia de localizacion: f(x,0)=f,(x-6), 0 R, donde f,(z) es una densidad en el

intervalo[0,+«). En este caso, a, (6)=0 Yy a,(0)=+x.

2. f(x]0)=c(x)/g(6), a(@)<x<b®  (donde las funciones verifican las hipotesis

especificadas anteriormente).

Observemos que esta familia incluye a gran cantidad de modelos, entre los que
podemos destacar los modelos uniformes con soporte en (i) [0,6], 6>0, (ii) [-6,6],6>0,
(iii)[6,1/6], 0<6<1, asi como la familia truncada f(x,0) =g(x)/G(8), x>0, donde g(e) es
una densidad en (0,+x) Yy G(x) :J‘:wg(t)dt. Indiquemos que el modelo de Pareto

pertenece a la familia truncada, ya que en este caso la funcion de densidad es

f(x,0)=00"x ", x>0 Yy asi estamos en la situacion descrita tomando g(x)=ax"* y

G(0) = L“’"g(t)dt =0,

Sefialemos también que modelos tales como los uniformes en [6-%,6+%] 0 en
[6,20] no estan en esta familia por no ser los soportes ni crecientes ni decrecientes en 6

(es decir, dados 6, <6, en general no se verifica ni sop(6,) = sop(6,) Ni sop(6,)>sop(6,)).

13



Ejemplo 3.3: Consideremos la familia de localizacion: f(x,0) =f,(x-9), 6 e R,

donde f,(z) es una densidad en el intervalo [0,+cx).

En este caso, al aplicar el resultado obtenido en la proposicion tenemos lo

siguiente:

ologf(x,6) _ —f,(x—0) - E{alogf(x,e)

0 fy(x=0) 2 }—Iffé(z)dz =1, (04).

De esta forma, la distribucién a priori seria n(8) 1 siempre que fo(0+) = 0, en cuyo

caso lo que ocurre es que la convergencia de la informacion es de orden dos, con lo que

tendriamos que calcular el limite dividiendo por h%

3.3  Propiedades de la distribucion a priori propuesta.
3.3.1 Invarianza ante reparametrizaciones.

Proposicion: La distribucion a priori obtenida segun la propuesta anterior es

invariante ante reparametrizaciones biyectivas.
Dmt:

La demostracion de la invarianza es consecuencia de que la definicion de la
distribucion a priori se basa en una medida de informacion que es una caracteristica
intrinseca de las distribuciones de probabilidad, independiente de la parametrizacion

elegida. Asi, dados dos valores 6,,6, y siendo A=A(0) biyectiva (continua y

diferenciable), se verificara J(8,,0,) =J(A;,%,), donde X; =A(6;),i=1,2.

Si  consideramos ahora los valores 6 e A0, y siendo A=A(0) e
Al =21(0+ AB) —A(0), tendremos que J(6,0+ AB) =J(L(0),A(0+ AB))=J(A, A+ AL). Por

tanto,

J(0,0+A0) I A +AL) AL J(h, A+ AL) A( + AB) — A (6)
AO AL AO AL AO '

y tomando limite cuando A6 — 0, obtenemos

14



7(6) = (1) ‘% ,

lo cual concluye la demostracion.

3.3.2 Propiedades frecuencialistas de los intervalos Bayesianos.

Uno de los argumentos mas usados en la literatura para construir distribuciones a
priori no informativas (o para decidir si una determinada distribucion a priori no
informativa es una eleccién buena) es poder calcular con dichas distribuciones
intervalos bayesianos de probabilidad 1-a cuyo nivel de confianza, en el sentido de la

estadistica clasica, sea también 1-a ( 0 al menos, de forma aproximada).

El primer trabajo que puede considerarse en este sentido es el de Welch y Peers
,1963, en el que se demuestra que en modelos regulares y con un solo parametro la

distribucion de Jeffreys es la Unica que verifica P[0<g(S,a)|6]=1-a+O(n™") donde
g(S,a) es el extremo superior del intervalo bayesiano unilateral de probabilidad 1-a
obtenido a partir de una muestra S de la variable X, es decir, P[6<g(S,a)|S]=1-a, 0|0
que es lo mismo, g(S,a) es el percentil de orden 1-o de la distribucion a posteriori de 6

dada la muestra S.

En Ghosal, 1999, se demuestra que, bajo las condiciones descritas en el epigrafe
3.2, cualquier distribucion a priori diferenciable lleva a intervalos unilaterales con
probabilidad de cubrimiento en sentido frecuencialista 1-o+0O(n™); sin embargo,
también se establece en dicho articulo que la Unica distribucion a priori que verifica que
los intervalos bayesianos unilaterales de probabilidad 1-o tienen probabilidad de

cubrimiento 1-a+0(n?), €s la obtenida segin nuestra propuesta.

Hagamos notar que en esta situacion no es aconsejable trabajar con intervalos
bilaterales, ya que tanto la distribucion a posteriori como la distribucion muestral de 6,
en el limite, son muy asimétricas y estan muy concentradas en uno de los extremos de

su recorrido.
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Aunque este resultado general es bastante importante, existen varios ejemplos en
los que la coincidencia de resultados entre la inferencia bayesiana y clasica es exacta
(Ortega y Basulto, 2003)

4, Distribuciones multiparamétricas.

Cuando hay més de un pardmetro, es decir, cuando 6 ® c R"™, la regla general
de Jeffreys, aplicable al caso regular, consiste en tomar =(6) s« ./|I(6)], donde ||(e)|

representa el determinante de la matriz de informacion, lo que sigue asegurando la
invarianza ante reparametrizaciones arbitrarias. No obstante, esta opcion presenta
deficiencias importantes, que hacen que en muchos casos no sea la opcién
habitualmente elegida (Jeffreys, 1961, Ortega y Basulto, 2003). Para evitar estos
inconvenientes, Jeffreys sugirio una modificacion para su regla general en el caso
multiparamétrico que debia aplicarse en los modelos con pardmetros de localizacion y
escala y que resulta equivalente a obtener la distribucion de cada parametro suponiendo
que los otros son fijos y posteriormente, la distribucién multiparamétrica serd el

producto de las correspondientes unidimensionales (Jeffreys, 1961, p.182-183).

El camino mas usual para la construccion de distribuciones a priori
multidimensionales consiste en obtener las mismas a partir de ciertas distribuciones
unidimensionales (marginales o condicionadas), dependiendo el proceso seguido y la
distribucion a priori obtenida de si se considera que alguno de los parametros es el de
interés, siendo el resto parametros “perturbadores”, o si, por el contrario, se considera

que todos los parametros son de interés (Bernardo y Smith, 1994, Nicolau, 1993).

Supongamos por simplicidad que 6=(6,,0,)c® < R*; ademas, vamos a suponer
también que en nuestro problema ambos parametros son de interés. En este caso, un

camino posible es obtener las distribuciones condicionadas m,,(6,/6,) Yy m, (6,6,)

aplicando la regla de obtencion de distribuciones unidimensionales y buscar

posteriormente una distribucion conjunta =(6,,6,) compatible con ambas condicionadas,

que no siempre tiene por qué existir (Arnold y otros, 1999). Un problema importante de

este tipo de procedimientos es que, por ejemplo, la distribucion =, (6,/6,) quedara
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determinada salvo una constante arbitraria que puede depender de 6,, y que

posteriormente influye en la obtencion de la distribucién conjunta.

De esta forma, al aplicar una regla uniparamétrica al parametro 6, suponiendo
que O, es fijo, obtendremos una expresion del tipo my,(6; [6,) o gy, (81,0,) Cy, (85)
donde Cyp,(8,) es una funcion arbitraria. De forma analoga, tendremos

Ty0 (02 10;) oc 9 (61,6,) Cou (8;) - En el caso particular de que se verifiquen:

9y (01,0,) Cyp (8,) =y (0,) N (8,) Y Uy (81,0,) Coy (B;) =y (8,) W3 (6;)

y siguiendo a Nicolau, 1993 y Ghosal, 1999, proponemos elegir
m(0;,0,) oc hyp (8;) hy (6,) . Observemos que en este caso, como indica Nicolau, 1993,

podemos considerar que ambos pardmetros son independientes a priori; la eleccion de
tomar ambas constantes arbitrarias iguales a 1 es la que conlleva a que las distribuciones

condicionadas coincidan con las correspondientes marginales.

Aunque la solucién ofrecida es parcial, es necesario observar que esta situacion
es interesante y muy frecuente en la practica (Ghosal, 1999) , sobre todo cuando en el

modelo uno de los parametros es regular y el otro no regular.

Ejemplo 4.1: Consideremos el modelo de Pareto, cuya densidad viene dada por
f(x|n9) =en®x & x>, n,0>0. Si consideramos que 1 es conocido (y por tanto

fijo), el modelo cumple las condiciones de regularidad; diremos que el modelo es
regular con respecto al pardmetro ¢ o que “el parametro ¢ es regular”. Por el contrario,
si consideramos conocido el valor de ¢, el modelo no verifica las hipotesis de

regularidad, por lo que diremos que “el parametro | es no regular”.

Ahora, podemos obtener los nucleos de las distribuciones a priori condicionadas,

aplicando la regla univariante. Sea /(n,¢|x)=logf(x|n,¢).

A) Si consideramos m conocido, por ser ¢ regular, la distribucién a priori de ¢|n sera
proporcional a la Informacion de Fisher del modelo (cuando n es conocido). Es facil

comprobar que (/00° |=—¢@ °, y por tanto, obtendremos =(¢|n)< e Ci(n).
b E| 0%/ o 2 tanto, obtend | 'c,(m)
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B) Si consideramos ¢ conocido, el modelo es no regular y verifica las condiciones

sefialadas en la seccion 3.2. Teniendo en cuenta que E[o//on]=¢/n, obtendremos

(| ¢) cn"Cy (0) .

Como puede apreciarse, ambas condicionadas pueden descomponerse en

producto de funciones que dependen cada una de un solo pardmetro, por lo que la

distribucion a priori conjunta que proponemos es mt(n, ) o n e

Ejemplo 4.2: Consideremos la familia de localizacidn-escala:

f(x,0) =0, (x-0)/¢), 6eR,9>0 donde f,(z) es una densidad en el intervalo [0,+x).
Supongamos que el parametro ¢ es regular y que f,(0+) =0, es decir, que el parametro

0 es no regular. En este caso, se verifican:

E[%}:(P_lf O €| T |=kg, donde k= [[1xty (/100 Fo 000
o0 e op* | R

por lo que n(0]@)oclCi(p) Y n(p|0)oc 'C,(0), es decir, las condicionadas pueden
descomponerse en producto de funciones dependientes de cada uno de los parametros y

por lo tanto la distribucion a priori conjunta sera (6, ¢)oc o™

En el caso de que no se cumpla esta propiedad, siempre quedaria la opcion de

buscar una reparametrizacion para la cual si se verifique.

Ejemplo 4.3: Consideremos el modelo Uniforme en (a,B), cuya densidad viene

dada por f(x|a,B)=(B-a)?, a<x<B, a<BeR. En este caso, ambos parametros son

no regulares, verificandose las condiciones de la seccién 3.2 si consideramos alguno de

los parametros fijo. Siendo /(o B|x) =logf(x]|a,B), podemos comprobar facilmente que
[E[0¢/0a]|=|E[0¢/eB]=(B—), con lo que obtendriamos m(c|p)oc (B—a)*Ci(B) Y
n(B|o)oc (B—a)*C,(a), es decir, las densidades a priori condicionadas no pueden

descomponerse en producto de funciones dependientes de un solo parametro.

Ahora bien, podemos considerar la reparametrizacion n=a, c=p—a, €s decir,

los parametros pasan a ser el punto inicial de la distribucion y la longitud del intervalo
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(obsérvese que p es un parametro de localizacion y o de escala). Ahora,
{(u,0]x)=log(c?), p<x<u+o. Si consideramos o fijo, estamos basicamente en la
situacion del ejemplo 3.2, obteniéndose n(u|o)e1-C,(c), mientras que al considerar p
fijo estariamos basicamente en el caso del ejemplo 3.1, obteniendo Tc((5|},t)occ_1C2(},t) .
Por tanto, la distribucion a priori conjunta que proponemos en este modelo es

n(u,0) ot (que, deshaciendo el cambio, resulta ser m(a,B)oc(B—o) ).

5. Un modelo de busqueda de empleo.

En Lancaster, 1997, se propone un modelo de bdsqueda de empleo adecuado a la
situacion en la que los datos observados son la duracion de la busqueda (T) y el salario

aceptado (W), cuya verosimilitud para una muestra ((t;,w,),... (t,,w,)) vendria dada

por:

L(6,A,E)=A" exp{—xﬁ(ae)T}ﬁf w; [0), b<i<w
i=1

donde A es la tasa de aparicion de ofertas de trabajo, T = z i s f(w]0) es la funcion

de densidad de la oferta salarial W (0 puede ser de dimension superior a uno), F(w|6)
es la funcidn de supervivencia de W, &es el salario de reserva, es decir el valor salarial

por debajo del cual el trabajador no acepta la oferta de trabajo y b es la tasa de beneficio

del desempleo, cuyo valor se supone conocido.

Si aceptamos la hipétesis de que los desempleados actiian buscando maximizar
la esperanza de sus ingresos bajo un horizonte infinito, entonces, tendriamos la

restriccion:
7\‘ +oo
a:m-j F(w|0)dw ,
pJe
donde p es la tasa de descuento, que puede suponerse conocida (si fuese desconocida

habriamos de afiadir un parametro mas al modelo). Esta restriccion, puede expresarse en

la forma £=g(0,1) y asi la restriccion de la verosimilitud quedaria de la forma
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b<g(6,A)<w. En este caso, el pardmetro & “desapareceria” en el modelo, pues lo
sustituiriamos por su expresion g(0,A). Aun cuando los parametros 6 y A tuviesen un

comportamiento regular en el modelo inicial, bajo esta hipotesis pasarian a tener, en
general, un comportamiento no regular (debido a que el recorrido de la variable W
dependeria de ambos parametros). Si abandonamos la restriccion debida a la
optimalidad en el comportamiento, el pardmetro & deja de estar relacionado

funcionalmente con (0,1) y pasa a ser un pardmetro mas del modelo. Observemos que
en el caso de que el modelo de las ofertas salariales f(w|0) fuese regular, tendriamos
que el vector paramétrico (6,A) tendria un comportamiento regular, mientras que & seria

no regular.

Vamos a suponer que la distribucién de las ofertas salariales es uniforme en

(a,B), con ambos extremos desconocidos (en Lancaster, 1997 se elige una distribucion
log-Normal). En este caso, podemos simplificar el modelo, pues el salario aceptado, que

es superior al salario de reserva &, se distribuira uniformemente en el intervalo (&),

gue no depende del extremo inferior del intervalo o (observemos que, en general, si la
distribucion de las ofertas salariales depende de dos parametros o y B, entonces la
distribucion truncada del salario aceptado dependerd de a, B y &). Haciendo la

reparametrizacion o =B - &, el salario aceptado sigue una distribucién U(E, € + o).
CASO A: El pardmetro & no esta relacionado funcionalmente con .
En este caso, f(w|&,0)=c", E<w<E+o, F(&|o)=1,y laverosimilitud serfa:
L(A & o) =A"exp{-AT}c ", b<&<wy), E+0>W,,
donde w, y w, son, respectivamente, los valores minimo y maximo de {w;,...,w,}.

Para obtener la distribucién a priori conjunta, teniendo en cuenta que el
logaritmo de la verosimilitud para una muestra de tamafio 1 seria
/(M E,0)=Logh —At—Logo, E<w<E+o, aplicamos las reglas de obtencion de las
distribuciones condicionadas unidimensionales. EI parametro A es regular y, puesto que

—0%0/3.2 =12, obtenemos m(A|&0)crICi(5,0). Los pardmetros & y o tienen
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comportamiento no regular; Como en el ejemplo 4.3, obtendremos
n(&|1,0)clCy(r,0) Y m(c|AE)oc o Cy(M,E). Asi, estamos en la situacion en la que

podemos considerar los pardmetros independientes a priori, siendo la distribucién

conjunta:
n(%&c)cr o,

Con esta distribucion a priori, podemos llevar a cabo nuestra inferencia

algebraicamente y de forma exacta. En efecto, la distribucion a posteriori es
1, & o| T W) =A"Texp{-AT}o ™D, b<i<wy, E+o>w,

donde ty w representan los tiempos de busqueda y los salarios observados
respectivamente. Esta distribucion es propia; concretamente, la constante de integracion

viene dada por:

K=nT" (W —b) " —r ") /(n ~2)1,

donde r=wq,-wg, representa el recorrido de los salarios aceptados. Las

distribuciones marginales a posteriori de los parametros también pueden obtenerse
explicitamente. Concretamente, la distribucion a posteriori del parametro A resulta ser
una Gamma de parametros (n,T); La densidad a posteriori de & viene dada por

n(E| T, W) e (wy =€), b<&<w mientras que la distribucion marginal de o es:

o ™ (-r) si r<o< Wy — b

TE(GHE,VV)OC{

G_(n+l) Sl W(n) — b <o <+ l

Las constantes de integracion de las densidades marginales de & y o también pueden

calcularse sin mayor dificultad.

CASO B: El pardmetro § esta relacionado funcionalmente con c.

o0
Segun hemos indicado, la relacion funcional seria §=b+&j F(w|0)dw,
ple

donde tanto b como p son conocidos. Siendo la distribucion de las ofertas salariales
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+00 .,
uniforme, es facil comprobar que I F(w|0)dw =c/2 , por lo que la relacién entre los
g

pardmetros es &=b+ Ac/(2p) . Asi, el logaritmo de la verosimilitud para una muestra de

tamafio 1 seria /(A,c)=LogA — At — Logo, b+Ac/(2p)<w<b+ic/(2p)+c.

Para obtener la distribucion de A |c, observemos que a¢/ér=A"" —t, y que bajo
el supuesto en el que estamos trabajando, T sigue una distribucién exponencial de
pardmetro A, por lo que E[8¢/6r]=A""—E[T]=A""-A1"'=0. Es decir, aunque el
recorrido de W depende del parametro A, el comportamiento es regular. Por tanto,

tomaremos n(%|c)oc —E[azé/akz], es decir, n(A|c)cA'Ci(c). Por otra parte,

E[o¢/ac]=c"", y por tanto m(c|r)xcc'C,(1). En definitiva, la distribucion a priori
conjunta resultaria ser n(%,c) Ao, que como vemos es la misma que se obtuvo en

el caso A. Indiquemos que las distribuciones marginales a posteriori también pueden

obtenerse de manera similar.

6. Conclusiones y cuestiones abiertas.

La propuesta de obtencion de distribuciones a priori no informativas para
modelos no regulares uniparamétricos, se muestra bastante satisfactoria, ya que a su
sencillez de calculo se unen sus buenas propiedades de invarianza ante
reparametrizaciones y de “comportamiento frecuencialista” de los intervalos de

probabilidad bayesianos que se obtienen a partir de ella.

En el caso de mas de un parametro, hemos ofrecido una solucion parcial
satisfactoria para un conjunto de modelos importante. No obstante, permanece abierto el
problema general de obtencién de la distribucion conjunta en cualquier situacion;
debemos resaltar que este problema permanece abierto aun en el caso de modelos
regulares. Por ejemplo, la solucién ofrecida en Bernardo y Smith (1994) depende de la

ordenacion que se considere sobre el conjunto de parametros; si el vector (6,,6,) “esta

ordenado”, es decir 0; es el pardmetro de interés mientras que 0, es un parametro
perturbador, estos autores sugieren obtener la distribucion conjunta como

(0, 16,)7(6,); en Nicolau, 1993, se considera el caso de parametros ortogonales y se
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propone una distribucion de la que el autor dice (pag. 378): “esencialmente, esta
distribucion es solo la distribucion a priori del parametro de interés dado que el
parametro perturbador esta determinado”, puesto que se considera una solucion del tipo

(0, |0,)n(6,), donde =(6,) puede elegirse arbitrariamente.

Para el modelo de busqueda de empleo, se ofrece una solucion sélo en el caso de
que la distribucion de las ofertas salariales se suponga uniforme (de extremos
desconocidos). Para otro tipo de distribuciones (por ejemplo, cuando las ofertas
salariales siguen un modelo log-Normal), al construir las distribuciones condicionadas
no se verifica la condicion de “separabilidad” necesaria para aplicar nuestra propuesta,
siendo este un problema a resolver. Lancaster, 1997, asume independencia a priori entre

los parametros, siendo este una posible solucion a considerar.
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